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Resumen
Las herramientas de simulacio´n en el ana´lisis de sistemas multicuerpo son un campo de investigacio´n vivo y
abierto, que permite la reduccio´n de tiempos y costes en el proceso de disen˜o de sistemas meca´nicos. Durante
los u´ltimos an˜os, los autores han desarrollado un me´todo de ana´lisis de sistemas multicuerpo con componentes
r´ıgidos y flexibles, basado en la aproximacio´n de sistema de referencia mo´vil. En este tipo de me´todos se
usan coordenadas que separan el movimiento de gran amplitud del mecanismo, del de pequen˜a amplitud,
debido a la deformacio´n de componentes. Son muy eficientes y esta´n muy extendidos, pero son va´lidos
cuando los componentes flexibles experimentan pequen˜as deformaciones. Con componentes suficientemente
flexibles trabajando a velocidades elevadas deja de ser admisible la hipo´tesis de pequen˜as deformaciones y
aparecen efectos de segundo orden que influyen decisivamente en la prediccio´n del movimiento del sistema.
Este trabajo estudia la modelizacio´n del feno´meno de rigidizacio´n geome´trica en el ana´lisis de sistemas
multicuerpo con componentes flexibles, con un doble objetivo, la determinacio´n precisa del estado tensional
en componentes y la consecucio´n de tiempo real en la simulacio´n de este tipo de sistemas en ordenadores
convencionales. Para ello se analiza un sistema en el que esta no linealidad ela´stica geome´trica es significativa
y se ensayan dos propuestas basadas, respectivamente, en el aumento del nu´mero de modos axiales y en la
consideracio´n del movimiento axial causado por la flexio´n o “foreshortening”. Dichas propuestas permiten
mejorar la precisio´n y la eficiencia de las formulaciones actuales.
Palabras clave: Simulacio´n, Sistemas Multicuerpo Flexibles, Rigidizacio´n geome´trica, Efi-
ciencia.
FLEXIBLE MULTIBODY SYSTEMS MODELING FOR A DYNAMIC ANALYSIS WITH GEOME-
TRIC NONLINEARITY
Summary
Simulation tools are an open and active research field for analysis of multibody systems, as it permits time
and cost reduction in the design process of mechanical systems. During the last years, the authors have
developed a method for the analysis of rigid-flexible multibody systems. The flexible bodies are modeled by
means of the floating frame of reference formulation. This group of methods works with two kind of coordina-
tes, elastic and reference coordinates, which allow us to consider separately the movement of large and small
amplitude. It is the most widely used group of methods in the computer simulation of flexible multibody
systems and they are accurate considering small deformation hypothesis behavior of the components.
With large flexible components rotating to high speed, the small deformation hypothesis behavior are no
longer admissible and the second order effects are determinant in the movement prediction. This work in-
vestigates the geometric stiffness phenomena modeling in the analysis of flexible multibody systems with a
double objective, the accurate determination of the stress field and the achievement of real-time performance
on conventional PC platforms. A system where this geometric nonlinearity is relevant is analyzed. Two pro-
posals are explored, incrementing the number of axial deformation modes and considering the foreshortening
effect, respectively, in order to improve the accuracy and the efficiency of the current formulations.
Keywords: Simulation, Flexible Multibody Systems, Geometric Stiffness, Efficiency
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INTRODUCCIO´N
El disen˜o y ca´lculo de sistemas meca´nicos con componentes flexibles frecuentemente
requiere, adema´s de la informacio´n del movimiento, el estado tensional. La industria aso-
ciada demanda sistemas meca´nicos que son cada vez ma´s desafiantes para el disen˜ador,
ma´s versa´tiles, ma´s flexibles, que operan a mayor velocidad, se emplean nuevos materia-
les. . . etc. El tiempo que transcurre desde la necesidad de un nuevo disen˜o, hasta su puesta
en el mercado es inversamente proporcional al beneficio obtenido y, en algunos casos, de-
terminante por la competencia existente. As´ı, la agilidad es un valor muy apreciable que
las herramientas de simulacio´n posibilitan.
Existen dos grandes familias de formulaciones que permiten la obtencio´n de tensiones
en mecanismos: la familia basada en la aproximacio´n de sistema de referencia mo´vil y la
familia de formulaciones globales. La primera estudia el movimiento de gran amplitud de
cada componente y el movimiento de pequen˜a amplitud debido a la deformacio´n a trave´s
de coordenadas distintas, definiendo estas u´ltimas en un sistema de referencia mo´vil asocia-
do con el componente flexible considerado. La segunda familia no realiza esta separacio´n,
utilizando coordenadas en un sistema de referencia inercial. Ambas presentan ventajas e in-
convenientes en su aplicacio´n. La familia que emplea sistemas de referencia mo´viles se aplica
a mecanismos cuyos componentes trabajan bajo la hipo´tesis de pequen˜as deformaciones. La
familia de me´todos globales contempla hipo´tesis de trabajo ma´s amplias, permitiendo abor-
dar problemas con no linealidad geome´trica, de grandes deformaciones, comportamiento no
lineal del material, cambio de condiciones de contorno, etc. Sin embargo, esta familia de
me´todos necesita un nu´mero elevado de variables y emplea siempre las complejas relaciones
necesarias para abordar estos problemas, incluso cuando el comportamiento es sencillo. Por
comparacio´n, el nu´mero de variables que necesita emplear la primera permanece moderado.
Adema´s, en la pra´ctica, existe un gran nu´mero de mecanismos en los que la hipo´tesis de
pequen˜as deformaciones de componentes resulta adecuada. Por ello, esta primera familia
de formulaciones, que es la ma´s extendida, presenta ventajas importantes que justifican
su estudio en el marco de la mejora de las herramientas de simulacio´n para disen˜o de
mecanismos.
Los autores han desarrollado una metodolog´ıa para el ana´lisis de la Dina´mica de Sis-
temas Multicuerpo con componentes r´ıgidos y Flexibles, denominada en adelante metodo-
log´ıa DSMF, que se basa en la aproximacio´n de sistema de referencia mo´vil, te´cnica bien
establecida para el ana´lisis de sistemas meca´nicos con componentes flexibles1,2. Existen nu-
merosos trabajos previos que emplean dicha te´cnica, sin embargo, una metodolog´ıa basada
en estas te´cnicas puede ser formulada de diferentes maneras que no son equivalentes. La
combinacio´n de las coordenadas de modelizacio´n seleccionadas, las ecuaciones dina´micas,
el me´todo de integracio´n escogido y otros temas de implementacio´n como por ejemplo, el
empleo de la aproximacio´n co-rotacional o el uso de te´cnicas de s´ıntesis modal, determinan
el rendimiento de la formulacio´n en te´rminos de precisio´n, eficiencia, robustez y facilidad
de implementacio´n.
Las caracter´ısticas principales de la metodolog´ıa DSMF son: el empleo de coordenadas
naturales para la modelizacio´n1, el uso de la aproximacio´n co-rotacional para simplificar
los te´rminos inerciales asociados a los componentes flexibles3, el establecimiento de las
ecuaciones del movimiento con una formulacio´n lagrangiana aumentada en ı´ndice 3 con
proyecciones de velocidad y aceleracio´n4, y su integracio´n nume´rica mediante un me´todo
impl´ıcito de paso simple, la regla trapezoidal5. Como se ha mencionado, la flexibilidad de
los so´lidos se introduce mediante aproximacio´n de sistema de referencia mo´vil2, utilizando
el me´todo de superposicio´n modal para describir las deformaciones locales6, con modos
esta´ticos y dina´micos definidos en un sistema de referencia tangente7,8. La descripcio´n de la
metodolog´ıa DSMF para el ana´lisis dina´mico de sistemas multicuerpo con elementos r´ıgidos
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y flexibles se efectu´a en9. En10 se emplea dicho me´todo para analizar el movimiento y el
estado tensional de un sistema multicuerpo complejo, como es un veh´ıculo automo´vil, con-
siderando los componentes flexibles trabajando en re´gimen ela´stico lineal, bajo la hipo´tesis
de pequen˜as deformaciones.
Con componentes suficientemente flexibles deja de ser aplicable al hipo´tesis de pequen˜as
deformaciones, y para analizar este tipo de mecanismos se hace necesario adaptar los me´to-
dos basados en la aproximacio´n de sistema de referencia mo´vil ya que fallan por una prema-
tura linealizacio´n. En este trabajo se describe la adaptacio´n de la metodolog´ıa de los autores
para contemplar no linealidades geome´tricas como el feno´meno de rigidizacio´n dina´mica.
Asimismo, se comprueba que es capaz de captar perfectamente dicho feno´meno, comparando
los resultados producidos por la misma, sobre un ejemplo tipo benchmark, con los publica-
dos por otros autores. Finalmente, se ensayan propuestas para determinar una formulacio´n
o´ptima para el ca´lculo de esfuerzos, que permita mejorar la precisio´n manteniendo la efi-
ciencia de la metodolog´ıa. Dichas propuestas se basan respectivamente en la introduccio´n
de un mayor nu´mero de modos de deformacio´n que complete el campo de desplazamien-
tos supuesto, y en el empleo de otras coordenadas para los desplazamientos de pequen˜a
magnitud, concretamente, en la consideracio´n del movimiento axial causado por la flexio´n
o “foreshortening”. Dichas propuestas permiten la obtencio´n eficiente de tensiones en este
tipo de mecanismos.
ADAPTACIO´N DE LA METODOLOGI´A DSMF ANTE EL FENO´MENO DE
RIGIDIZACIO´N GEOME´TRICA
Se ha demostrado la incapacidad de los modelos dina´micos basados en las relaciones li-
neales deformacio´n-desplazamiento para reproducir el feno´meno de rigidizacio´n geome´trica11 ,
feno´meno crucial en la modelizacio´n, por ejemplo, de vigas esbeltas experimentando gran-
des rotaciones de so´lido r´ıgido a velocidades elevadas. En casos como e´ste, es necesario
introducir la no linealidad geome´trica en el modelo.
En el contexto de la simulacio´n de sistemas multicuerpo, el objetivo es encontrar el
vector de fuerzas internas ela´sticas basado en las relaciones deformacio´n-desplazamiento no
lineales, manteniendo la aproximacio´n de sistema de referencia mo´vil en la descripcio´n del
movimiento. En este caso, el tratamiento del movimiento de so´lido r´ıgido de cada cuerpo
se independiza de la modelizacio´n de la deformacio´n, permitiendo una relativamente fa´cil
extensio´n de muchas de las formulaciones dina´micas existentes a reg´ımenes de movimiento
donde los efectos geome´tricos no lineales son importantes.
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Figura 1. Desplazamientos ela´sticos de una viga plana de Euler-Bernouilli
El feno´meno de rigidizacio´n geome´trica en vigas se ha introducido efectuando la descrip-
cio´n cinema´tica del campo de deformaciones en te´rminos de los desplazamientos ela´sticos
convencionales, e introduciendo las relaciones deformacio´n-desplazamiento no lineales en la
formulacio´n de la energ´ıa de deformacio´n. Este es el planteamiento ma´s extendido y es en
el que se basa la propuesta de los autores 12,13,14,15.
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Se realiza el planteamiento en una viga esbelta (hipo´tesis de Euler-Bernouilli) de seccio´n
constante A, inercia I y longitud L, con movimiento plano, cuyo campo de desplazamientos
ela´sticos queda descrito por el vector u:
u =
[
u
v
]
=
[
uo − y¯vo,x¯
vo
]
(1)
Siendo uo y vo los desplazamientos en las direcciones axial y perpendicular de la vi-
ga de los puntos del eje ela´stico, respectivamente, y vo,x¯ =
∂vo,x¯
∂x¯
el giro de la seccio´n. El
planteamiento es generalizable a vigas con movimiento espacial16. Las relaciones deforma-
cio´n-desplazamiento no lineales para este sistema se concretan en la siguiente expresio´n:
Exx = u,x¯ +
1
2
[
(u,x¯)
2 + (v,x¯)
2
]
∼= u,x¯ +
1
2
(v,x¯)
2 = uo,x¯ − y¯vo,x¯x¯ +
1
2
(vo,x¯)
2 (2)
Es una pra´ctica habitual despreciar el te´rmino (u,x)
2 frente a u,x . Se formula la funcio´n
energ´ıa de deformacio´n:
V =
E
2
∫
V
(Exx)
2 dV (3)
Introduciendo la expresio´n (1) del campo de desplazamientos y desarrollando se obtienen
los siguientes te´rminos,
V =
EA
2
∫
L
(uo,x¯)
2 dx+
EI
2
∫
L
(vo,x¯x¯)
2 dx︸ ︷︷ ︸
V1
+
EA
8
∫
L
(vo,x¯)
4 dx︸ ︷︷ ︸
V2
+
EA
2
∫
L
uo,x¯ (vo,x¯)
2 dx︸ ︷︷ ︸
V3
(4)
Despreciando el te´rmino V2 , la expresio´n de la energ´ıa potencial queda
V =
EA
2
∫
L
(uo,x¯)
2 dx+
EI
2
∫
L
(vo,x¯x¯)
2 dx+
EA
2
∫
L
uo,x¯ (vo,x¯)
2 dx (5)
en la que, adema´s de los te´rminos cla´sicos, se ha incluido el te´rmino de tercer orden que
acopla el desplazamiento axial y el desplazamiento transversal.
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Figura 2. Elemento finito viga con movimiento plano: funciones de interpolacio´n
y grados de libertad
Se considera un elemento finito tipo viga de Euler Bernouilli con movimiento plano, con
tres grados de libertad por nudo, los dos desplazamientos en el plano y el giro respecto de la
direccio´n perpendicular al mismo. El elemento finito, el vector de grados de libertad nodales
y las funciones de aproximacio´n empleadas para interpolar el campo de desplazamientos se
muestran en la Figura 2.
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En la expresio´n (5) de la energ´ıa potencial, se introduce el campo de desplazamientos
propuesto para este elemento, reflejado en la Figura 2, y se obtiene la energ´ıa de deformacio´n
para un elemento finito:
V e =
1
2
uˆTK eL MEF uˆ +
1
2
uˆTK eG MEF uˆ (6)
siendo uˆ el vector de desplazamientos nodales del elemento finito y,K eLMEF yK
e
GMEF , las
matrices de rigidez cla´sicas lineal y geome´trica, respectivamente, del me´todo de elementos
finitos, para dicho elemento.
KeL MEF =


EA/Le 0 0 −EA/Le 0 0
12EI/Le 3 6EI/Le 2 0 −12EI/Le 3 6EI/Le 2
4EI/Le 0 −6EI/Le 2 2EI/Le
EA/Le 0 0
12EI/Le 3 −6EI/Le 2
sim 4EI/Le


(7)
K eG MEF =
EA
Le
(u2 − u1)


0 0 0 0 0 0
6/5Le 1/10 0 −6/5Le 1/10
2Le/15 0 −1/10 Le/30
0 0 0
6/5Le −1/10
sim 2Le/15

 (8)
La matriz de rigidez geome´trica depende linealmente de los desplazamientos nodales
axiales del elemento. Para poner de manifiesto esta dependencia, dicha matriz se puede
descomponer en una matriz constante, denominada K eGLMEF , que depende u´nicamente
de la longitud elemental y afecta u´nicamente a los grados de libertad v y θ, multiplicada
por el factor EA
Le
(u2 − u1) . As´ı, la expresio´n (6) queda:
V e =
1
2
uˆTKeL MEF uˆ +
1
2
EA
Le
(u2 − u1) uˆ
TK eGL MEF uˆ (9)
Se considera un so´lido flexible discretizado en nef elementos finitos de igual longitud Le
y seccio´n A, y nnd nudos. La energ´ıa de deformacio´n para este so´lido flexible se construye a
partir de la contribucio´n de cada uno de los elementos finitos, y viene dada por la expresio´n:
V =
1
2
nef∑
i=1
Uˆ TK iL MEF Uˆ +
1
2
nef∑
i=1
EA
Li
(
ui2 − u
i
1
)
Uˆ TK iGL MEF Uˆ (10)
En esta expresio´n se emplean las matrices de rigidez elementales ampliadas al taman˜o
del vector de grados de libertad de la discretizacio´n, Uˆ T .
$
%& ' ()
Figura 3. Campo de desplazamientos axiales en la discretizacio´n de elementos
finitos
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Se considera una variacio´n lineal para el campo de desplazamientos axiales en el interior
del so´lido flexible. En este caso, se cumple que el factor que introduce la no linealidad en
la matriz de rigidez geome´trica es constante e igual para todos los elementos:
EA
(
ui2 − u
i
1
)
Li
= EA
∆Li
Li
= EA
∆L
L
= P (11)
Esto permite el ensamblaje de las matrices de rigidez elementales, para formar la matriz
de rigidez geome´trica global de la discretizacio´n.
V =
∑nef
i=1
[
1
2Uˆ
T K iL MEF Uˆ +
1
2P Uˆ
T K iGL MEF Uˆ
]
=
= 12Uˆ
T
(∑nef
i=1K
i
LMEF
)
Uˆ + 12P Uˆ
T
(∑nef
i=1K
i
GLMEF
)
Uˆ T =
= 12Uˆ
TKLMEF Uˆ +
1
2 Uˆ
TPKGLMEF Uˆ
(12)
En esta expresio´n, la carga axial, P, es constante para todos los elementos de la discreti-
zacio´n, de valor proporcional al incremento de longitud del so´lido ela´stico en cada instante
de tiempo. La matriz de rigidez geome´trica para una discretizacio´n cualquiera se puede ob-
tener, en una fase de preproceso, de un programa comercial de elementos finitos, para cargas
unitarias. Se introduce en la formulacio´n multiplicada por el factor P en cada instante de
tiempo. As´ı, la energ´ıa de deformacio´n es,
V =
1
2
Uˆ TKMEF Uˆ (13)
expresio´n en la que la matriz de rigidez del me´todo de elementos finitos esta´ compuesta de
dos te´rminos, la matriz de rigidez constante y la matriz de rigidez geome´trica.
KMEF =KL MEF + P KGL MEF (14)
En cada instante de tiempo, la deformacio´n del sistema queda determinada por el pro-
ducto de los modos de deformacio´n multiplicados por las amplitudes correspondientes.
Uˆ =


uo1
vo1
θ1
...
uo nnd
vo nnd
θnnd


=
[
Φ¯ 1 · · · Φ¯ ne Ψ¯ 1 · · · Ψ¯ nd
]


η 1
...
ηne
ξ 1
...
ξnd


=X y (15)
siendo uoi y voi los desplazamientos del eje ela´stico en cada instante de tiempo en el sistema
de referencia mo´vil, θi el a´ngulo girado por la seccio´n, correspondientes al nudo i, Φ¯j , Ψ¯k,
representan los ne modos esta´ticos y los nd modos dina´micos de vibracio´n respectivamente y
ηl , ξm , representan las amplitudes de dichos. Estos modos ordenados por columnas forman
la matriz modal X, y sus amplitudes correspondientes el vector de amplitudes modales y.
Sustituyendo en la expresio´n (13) de la energ´ıa potencial, se obtiene
V =
1
2
yTXTKL MEFX y +
1
2
yTXTPKGL MEFX y (16)
Del producto XTKLMEFX se obtiene la matriz de rigidez constante XL del so´lido
flexible referida a las variables modales. El producto XTPKGLMEFX es el te´rmino de la
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matriz de rigidez responsable del efecto de rigidizacio´n dina´mica, y de e´l se obtiene la matriz
de rigidez geome´trica KG del so´lido flexible referida a las variables modales.
As´ı, la energ´ıa de deformacio´n referida a las variables modales queda
V =
1
2
yTK y (17)
siendo K la matriz de rigidez proyectada a los modos del componente flexible considerado.
El vector de fuerzas ela´sticas del so´lido flexible considerado se obtiene a partir de esta
expresio´n, derivando respecto a las variables ba´sicas de dicho so´lido:
Qelast = −
∂V
∂q
(18)
siendo qT =
[
rTo u
T vT ηT ξT
]
el vector de variables ba´sicas del so´lido flexible consi-
derado. Puesto que la energ´ıa de deformacio´n depende u´nicamente del vector de amplitudes
modales, las componentes no nulas del vector de fuerzas ela´sticas se situ´an en la posicio´n
de dichas amplitudes y se pueden agrupar para formar el vector Qel ,
Qel = −K y (19)
Ca´lculo de esfuerzos
El vector de variables de un sistema meca´nico incluye las amplitudes de los modos
de deformacio´n esta´ticos y dina´micos de cada componente considerado flexible. Dichas
amplitudes determinan el campo de desplazamientos ela´sticos de un componente flexible,
en el sistema de referencia mo´vil asociado a dicho so´lido flexible, Uˆ , y su estado tensional,
que se obtiene al final de cada paso de tiempo.
Uˆ =
ne∑
i=1
Φ¯ iη i +
nd∑
j=1
Ψ¯jξj (20)
Este vector contiene los desplazamientos nodales del componente estructural considera-
do flexible. La extraccio´n de los desplazamientos nodales elementales, uˆ , en los puntos de
ca´lculo permiten la obtencio´n del estado tensional en dichos puntos, retomando la discreti-
zacio´n de elementos finitos. En particular, para obtener los esfuerzos en una discretizacio´n
de elementos viga en la que la forma anal´ıtica de los modos de deformacio´n es conocida, en
primer lugar se obtiene la posicio´n deformada de la barra en el sistema de referencia mo´vil
multiplicando dichas funciones por las amplitudes de los modos de deformacio´n segu´n la
siguiente expresio´n:
uo = Φ1η1
vo = Φ2η2 +Ψ1ξ1 +Ψ2ξ2
θ = v
′
o = Φ
′
2η2 +Ψ
′
1ξ1 +Ψ
′
2ξ2
(21)
Esta expresio´n nos permite calcular los desplazamientos nodales, uˆ , de cualquier ele-
mento de una discretizacio´n propuesta. En segundo lugar, el vector de esfuerzos nodales
elementales, Se , se obtiene,
Se =Keuˆ (22)
siendo K e, la matriz de rigidez elemental. Cuando se considera el feno´meno de rigidizacio´n
dina´mica, la matriz de rigidez elemental K e empleada en el ca´lculo del estado tensional
tiene la siguiente expresio´n
K e =K eL + PK
e
GL (23)
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siendo K eL la matriz de rigidez elemental constante, K
e
GL la parte constante de la matriz
de rigidez geome´trica y P el esfuerzo axial del elemento considerado que depende de u1 y
u2, grados de libertad de desplazamiento axial de dicho elemento.
Esta forma de modelizacio´n del feno´meno de rigidizacio´n geome´trica exige la introduc-
cio´n de, al menos, un modo de deformacio´n axial, ya que si no, el te´rmino no lineal de las
fuerzas ela´sticas ser´ıa nulo. Como indica la expresio´n (11), el modo ma´s sencillo es con-
siderar un u´nico modo global con variacio´n lineal para el desplazamiento axial. Con este
modelo, en cada instante de tiempo el esfuerzo axial obtenido es constante en toda la barra,
y puede escribirse como,
N = EAuo,x = EAΦ1,xη1 =
EA
L
η1 (24)
Esta modelizacio´n permite obtener el momento flector en cualquier seccio´n de la ba-
rra, a partir de la expresio´n (22) incluyendo la contribucio´n de la matriz de rigidez lineal y
geome´trica. Sin embargo, no permite obtener la variacio´n longitudinal de los esfuerzos axia-
les. Considerando la forma de la matriz de rigidez geome´trica, expresio´n (8), y la expresio´n
(22) para el ca´lculo de esfuerzos, la contribucio´n de los te´rminos no lineales al esfuerzo axial
es nula. As´ı, la introduccio´n de la matriz de rigidez geome´trica en la metodolog´ıa DSMF
permite la modelizacio´n precisa y eficiente del feno´meno de rigidizacio´n geome´trica, pero la
precisio´n en el ca´lculo de esfuerzos es mejorable. A continuacio´n se efectu´an dos propuestas
para mejorar este campo.
*
+, - ./
Φ1 
Ψ1 
Φ 0 1 Ψ 0
Figura 4. Campo de desplazamientos axiales en la discretizacio´n de elementos
finitos
PROPUESTAS DE MEJORA
Aumento del nu´mero de modos axiales de deformacio´n
Para conseguir una variacio´n longitudinal ma´s precisa del esfuerzo axial, se puede mejo-
rar el campo de desplazamientos axiales, incluyendo modos dina´micos de deformacio´n que
completen el campo de desplazamientos axiales en el so´lido flexible. Se propone la conside-
racio´n de dos modos de deformacio´n axiales, el esta´tico, lineal, y uno dina´mico, senoidal.
uo = Φ1η1 +Ψ1ξ1 (25)
La expresio´n de la energ´ıa potencial se modifica en el sentido de que el factor que
multiplica a al producto Uˆ TK iGL MEF Uˆ para cada elemento de la discretizacio´n, deja de ser
constante e igual para todos los elementos.
La deformacio´n axial de cada elemento se puede obtener en funcio´n de los modos esta´ti-
cos y dina´micos introducidos; as´ı, el factor queda,
EA
ui2 − u
i
1
Li
= EA
∆Li
Li
=
EA
Li
[
Φ1(x
i
2)η1 +Ψ1(x
i
2)ξ1
]
−
EA
Li
[
Φ1(x
i
1)η1 +Ψ1(x
i
1)ξ1
]
(26)
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Si se divide en una parte constante y una variable,
EA
ui2 − u
i
1
Li
= EA
∆Li
Li
= EA
[(
∆L
L
)
const
+
(
∆L
L
)
var
]
= Pconst + Pvar (27)
la energ´ıa potencial, comparada con la expresio´n (16) en la que el campo de desplaza-
mientos axiales considerado es lineal, tiene nef te´rminos adicionales.
Formulacio´n foreshortening
Esta formulacio´n permite adaptar la metodolog´ıa DSMF para contemplar el movimiento
de sistemas meca´nicos que sufren rigidizacio´n geome´trica, introduciendo en la expresio´n
de la energ´ıa potencial las relaciones deformacio´n-desplazamiento lineales. En este caso,
la no linealidad geome´trica se introduce directamente en el campo de desplazamientos, a
trave´s del ‘foreshortening ’ o acortamiento por flexio´n de la componente longitudinal de los
desplazamientos ela´sticos. El campo de desplazamientos axiales considerado es:
u0 = s0 + ufs = s0 −
1
2
∫ x¯
x¯0
(vo,x¯)
2 dx¯ (28)
donde u0 y v0 son los desplazamiento en direccio´n axial y transversal a la viga de los
puntos del eje ela´stico. u0 se divide en dos componentes, s0 y ufs. La componente s0 es
el desplazamiento axial debido a la deformacio´n del eje ela´stico, y ufs es el movimiento en
direccio´n axial debido a la flexio´n de la viga, calculado a partir de un punto de referencia
x0. En la expresio´n de la energ´ıa de deformacio´n interviene el acortamiento del eje ela´stico
por deformacio´n axial y tiene la expresio´n:
V =
1
2
∫ L
0
EA (s0,x¯)
2 dx¯+
1
2
∫ L
0
EI (v0,x¯x¯)
2 dx¯ (29)
cuya forma es la misma que en el caso lineal, pero que contiene los te´rminos no lineales que
permiten caracterizar el feno´meno de rigidizacio´n geome´trica si consideramos la expresio´n
(28). Se considera el campo de desplazamientos propuesto en la Figura 2 para un elemento
finito tipo viga, expresado en forma matricial
u =
(
u0
v0
)
= Suˆ =
(
Sel
Set
)
uˆ (30)
donde u es el desplazamiento de un punto x¯e interior al elemento, uˆ son los desplazamien-
tos de los nudos del elemento, y Sel y S
e
t son los vectores de funciones de interpolacio´n
longitudinales y transversales respectivamente. Si se an˜ade el foreshortening, la expresio´n
resultante es:
u =
(
u0
v0
)
=
(
Sel
Set
)
uˆ +
(
uefs
0
)
uefs = −
1
2
∫ x¯e
0
(v0,x¯e)
2 dx¯e (31)
donde uefs es el acortamiento por flexio´n particularizado para el elemento e.
Si comparamos las expresiones (30) y (31) observamos u0 es el desplazamiento del eje
ela´stico en direccio´n axial, so´lo que en la expresio´n (30) se considera una u´nica causa del
movimiento axial, la deformacio´n axial, y en la expresio´n (31) se consideran dos causas, la
deformacio´n axial y el foreshortening o movimiento axial debido a la flexio´n.
Introduciendo las funciones de interpolacio´n del desplazamiento vo, se obtiene el des-
plazamiento axial por flexio´n, respecto al nudo inicial, de un punto interior al elemento, x¯e,
en funcio´n de los desplazamientos nodales:
uefs = −
1
2
∫ x¯e
0
uˆT
(
∂Set
∂x¯e
)T (∂Set
∂x¯e
)
uˆdx¯e =
1
2
uˆTH euˆ (32)
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La matriz H e, que es sime´trica, depende u´nicamente de x¯e, y puede particularizarse a
los nudos, definiendo una matriz constante:
H eL =
∫ Le
0
(
∂Set
∂x¯
)T (∂Set
∂x¯
)
dx¯ (33)
que permite calcular el acortamiento por foreshortening total sufrido por un elemento a
partir de sus desplazamientos nodales lineales:
ue∗fs = −
1
2
uˆTH eLuˆ (34)
Si la barra esta´ compuesta por varios elementos, el desplazamiento total debido al fo-
reshortening sufrido por un nudo i, (nudo inicial del elemento e), es la suma de los acorta-
mientos de todos los elementos anteriores (del 1 al e-1). Dicho desplazamiento vale para el
nudo i :
ui∗fs = −
1
2
e−1∑
j=1
uˆjTH jLuˆ
j (35)
Esta ecuacio´n se puede expresar en forma matricial para incluir el vector completo de
desplazamientos nodales Uˆ , denominando H in a la matriz total correspondiente al nudo i.
ui∗fs = −
1
2
Uˆ T


H 1L 0 · · · · · · · · · · · · 0
0 H2L · · · · · · · · · · · · 0
...
...
. . .
...
...
... H e−1L
...
...
... 0
...
...
...
. . .
...
0 0 · · · · · · · · · · · · 0


Uˆ = −
1
2
Uˆ TH inUˆ (36)
As´ı, queda completamente definido el campo de desplazamientos axiales introducido.
El vector de fuerzas ela´sticas se deduce de la expresio´n de la energ´ıa de deformacio´n. Esta
formulacio´n tiene la misma precisio´n que se obtiene teniendo en cuenta todos los te´rminos
al calcular la energ´ıa de deformacio´n, pero utilizando una matriz de rigidez lineal13,14,15.
EJEMPLO
Se considera una viga articulada a un punto fijo en uno de sus extremos movie´ndose en
un plano horizontal segu´n se indica en la Figura 5. Se desprecian los efectos de la gravedad.
La viga tiene las siguientes propiedades: densidad, ρ = 3000 Kg/m3, mo´dulo de elasticidad,
E = 7.0 1010 N/m2, longitud, L = 10 m, seccio´n, A = 4.0 10−4 m2, momento de inercia
geome´trico, I = 2.0 10−7 m4.
2
3
θ 
4 5
6
Figura 5. Viga articulada con coordenada guiada
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Se presenta la resolucio´n del movimiento y el estado tensional del sistema, en los puntos
A, B y C, sometido a la siguiente maniobra, que se introduce a trave´s de la coordenada
guiada θ.
θ(t) =
ws
Ts
(
t2
2
+
(
Ts
2pi
)2 [
cos
(
2pi t
Ts
)
− 1
])
0 ≤ t ≤ Ts (37)
con los siguientes para´metros: ws = 6 rad/s y Ts = 15 s
Es un ejemplo tipo benchmark, incluido en varios trabajos12,16, seleccionado para carac-
terizar el feno´meno de rigidizacio´n dina´mica. La maniobra que describe la barra giratoria
es lo suficientemente ra´pida para que fallen las formulaciones que emplean la expresio´n
de la energ´ıa de deformacio´n cla´sica, porque los esfuerzos axiales, debidos a las fuerzas
centr´ıfugas, contribuyen efectivamente a disminuir las deformaciones por flexio´n.
Se efectu´an tres simulaciones en las que se emplea la metodolog´ıa DSMF sobre tres
modelos diferentes de la barra giratoria, que se describen a continuacio´n. La diferencia
entre ellos radica en la descripcio´n del movimiento de pequen˜a amplitud, responsable de la
deformacio´n en el sistema de referencia mo´vil, y el campo de desplazamientos axiales, que
se presupone por la seleccio´n de los modos globales esta´ticos y dina´micos de deformacio´n
incluidos en el ca´lculo.
Modelo #1: se emplean las coordenadas t´ıpicas en elasticidad para una viga con mo-
vimiento plano en pequen˜as deformaciones: los desplazamientos en las direcciones axial y
perpendicular de los puntos del eje ela´stico y el giro del mismo respecto a la direccio´n
perpendicular al plano del movimiento. El campo de desplazamientos axiales propuesto es
lineal.
Modelo #2: se emplean las coordenadas t´ıpicas en elasticidad para una viga con mo-
vimiento plano, pero se mejora el campo de desplazamientos axiales, proponiendo la su-
perposicio´n de dos modos, uno esta´tico y uno dina´mico, con variacio´n lineal y senoidal,
respectivamente.
Modelo #3: se emplean como coordenadas de la viga con movimiento plano el despla-
zamiento en la direccio´n axial denominado “foreshortening”, que es el desplazamiento en
la direccio´n longitudinal de una seccio´n de la viga debida a la deformacio´n por flexio´n del
sistema. Adema´s, se utiliza el desplazamiento en la direccio´n perpendicular de los puntos
del eje ela´stico y el giro del mismo respecto a la direccio´n perpendicular al plano del movi-
miento. En este caso no es necesaria la introduccio´n de un modo de deformacio´n axial para
modelizar el feno´meno de rigidizacio´n geome´trica.
Se efectu´a asimismo, una cuarta simulacio´n de la maniobra descrita con un programa
comercial de elementos finitos, COSMOS/M v2.9, que tiene como objetivo la compara-
cio´n de los esfuerzos. Como se ha mencionado, el me´todo de elementos finitos en re´gimen
dina´mico no lineal contempla automa´ticamente todos los efectos no lineales, incluidos los
relativos a una no linealidad geome´trica; adema´s, es una te´cnica de ca´lculo completamente
distinta de la metodolog´ıa propuesta, accesible y ampliamente empleada para el ana´lisis de
tensiones y deformaciones de sistemas estructurales, por lo que los resultados de esta cuarta
y u´ltima simulacio´n se usan como referencia en precisio´n.
A continuacio´n se describen los modelos, representados en la Figura 6.
Para configurar el modelo #1, en la articulacio´n de la barra se situ´a la base formada
por el punto p1 y los vectores v1 y v2. En el extremo de la barra se define el punto
p2. El desplazamiento local unitario en la direccio´n axial del punto p2 da lugar al modo
de deformacio´n esta´tica axial Φ1. El desplazamiento unitario de dicho punto en direccio´n
perpendicular al elemento da lugar al modo de deformacio´n esta´tica a flexio´n Φ2. Adema´s,
para representar con ma´s exactitud la configuracio´n deformada de la barra, se an˜aden los
modos de deformacio´n dina´micos Ψ1 y Ψ2, que son los modos naturales de vibracio´n a flexio´n
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Figura 6. Modelizacio´n de una viga articulada flexible: a) modos axiales de de-
formacio´n; b) modos transversales de deformacio´n
de la barra con las fronteras fijas, es decir, los correspondientes a una viga empotrado-
articulada. El modo axial senoidal, Ψ3, no interviene en este modelo. La forma de las
funciones Φ1,Φ2, Ψ1 y Ψ2 es conocida
17 y se representan en la Figura 6. Su expresio´n
matema´tica es la siguiente:
Φ1 =
x
L
Φ2 =
3
2
`
x
L
´2
−
1
2
`
x
L
´3
0 ≤ x ≤ L
ψ1 = sen
`
β11
x
L
´
− Sh
`
β11
x
L
´
+ α1
ˆ
Ch
`
β11
x
L
´
− cos
`
β11
x
L
´˜
β11 = 3,926602 α1 =
sen(β11)−Sh(β11)
cos(β11)−Ch(β11)
ψ2 = sen
`
β12
x
L
´
− Sh
`
β12
x
L
´
+ α2
ˆ
Ch
`
β12
x
L
´
− cos
`
β12
x
L
´˜
β12 = 7,068583 α2 =
sen(β12)−Sh(β12)
cos(β12)−Ch(β12)
(38)
En este modelo se ha incluido un u´nico modo lineal de deformacio´n axial que es el modo
ma´s sencillo que permite caracterizar el movimiento del sistema propuesto en este ejemplo.
La seleccio´n de los modos de vibracio´n de flexio´n es debida a que el sistema considerado, bajo
la carga descrita, es suficientemente esbelto como para tener un comportamiento de viga
plana de Euler-Bernouilli, pudiendo despreciarse la energ´ıa de deformacio´n por cortante. El
vector de variables del problema queda:
qT =
[
θ v1x v1y v2x v2y η1 η2 ξ1 ξ2 p2x p2y
]
(39)
donde η1, η2, ξ1 y ξ2 son las amplitudes de los modos esta´ticos y dina´micos, respectivamente.
Por tanto, el nu´mero total de variables es 11, de las que so´lo 5 son independientes.
En cada instante de tiempo, la deformacio´n del sistema queda determinada por el pro-
ducto de los modos de deformacio´n descritos multiplicados por las amplitudes correspon-
dientes. La energ´ıa de deformacio´n expresada en funcio´n de las amplitudes de los modos de
deformacio´n queda:
V =
1
2
Z L
0
EA
“
Φ
′
1η1
”2
dx+
1
2
Z L
0
EI
“
Φ”2η2 +Ψ
”
1ξ1 +Ψ
”
1ξ2
”2
dx+
1
2
Z L
0
EAΦ
′
1η1
“
Φ
′
2η2 +Ψ
′
1ξ1 +Ψ
′
1ξ2
”2
dx
(40)
As´ı, la energ´ıa de deformacio´n del sistema puede ser expresada en forma matricial como,
V =
1
2
yTKL y +
1
2
yTKG y =
1
2
yTK y (41)
siendo y el vector de amplitudes modales yK la matriz de rigidez condensada a los modos,
que esta´ formada por dos te´rminos: la matriz de rigidez constante y la matriz de rigidez
geome´trica, que es lineal con respecto a la coordenada ela´stica η1 . Si los modos de defor-
macio´n se introducen mediante las funciones teo´ricas conocidas mostradas en la expresio´n
(38), los te´rminos de estas matrices,KL yKG, y por tanto, la matriz de rigidez condensada
a los modos, K , se puede obtener en una fase de preproceso.
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El modelo #2 queda reflejado en la Figura 6; mejora el campo de desplazamientos
axiales, uo, del modelo #1, introduciendo, un modo dina´mico adicional de deformacio´n,
que se representa en direccio´n perpendicular a la viga en dicha figura junto con el modo
axial lineal. El campo de desplazamientos vo, es el mismo en ambos modelos.
ψ3 = sen
(pix
L
)
(42)
En el modelo #3 no es necesario introducir ningu´n campo de desplazamientos axiales
para modelizar el feno´meno de rigidizacio´n geome´trica. Para caracterizar el movimiento se
emplean tres modos de deformacio´n transversal, uno esta´tico, Φ2, y dos dina´micos, Ψ1 y
Ψ2. Estas funciones son las mismas que las mencionadas para el modelo #1.
Para la cuarta simulacio´n, con el me´todo de elementos finitos, se emplea el modelo
EF, consistente en una malla de diez elementos viga bidimensional (BEAM2D), de igual
longitud, con tres grados de libertad por nudo: los dos desplazamientos en el plano y el giro
perpendicular al mismo. Las condiciones de contorno consisten en imponer traslaciones nulas
en el primer nudo, que es fijo. El programa permite asociar el grado de libertad giro del
primer nudo del primer elemento, a una curva temporal, definida por la expresio´n (37); esto
permite guiar cinema´ticamente la viga. Se realiza un ana´lisis dina´mico no lineal con control
en fuerzas, empleando el co´digo comercial COSMOS/M 2.9. Las ecuaciones dina´micas de
equilibrio se integran utilizando el me´todo de Newmark, con para´metros δ=0.5 y α=0.5625,
para introducir un ligero amortiguamiento nume´rico que reduce parte de la inestabilidad
de la solucio´n. Como procedimiento iterativo se emplea el me´todo de Newton-Raphson,
calculando la matriz de rigidez del sistema en cada iteracio´n, dentro de cada paso.
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Figura 7. Desplazamiento ela´stico vo del extremo de la viga
En la Figura 7 se presentan los desplazamientos del extremo de la viga, vo, para los tres
modelos. Los resultados de la simulacio´n efectuada se pueden comparar con los publicados
por otros autores12,16, para constatar la extensio´n sencilla y eficiente de la metodolog´ıa
DSMF al tratamiento del feno´meno de la rigidizacio´n geome´trica. En esta figura no apa-
recen los resultados de la simulacio´n por elementos finitos porque este tipo de programas
no ofrecen los movimientos que provocan deformacio´n en la viga, que es lo que refleja di-
cha figura, sino los movimientos globales, suma del movimiento de so´lido r´ıgido y el de
deformacio´n. La simulacio´n por elementos finitos se emplea en el ca´lculo de tensiones.
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En la Figura 8 se pueden observar tres gra´ficas de los esfuerzos axiales sufridos por la
viga en los puntos A, B, y C, que son el punto de unio´n con la articulacio´n, el punto medio
de la barra y extremo libre respectivamente. En cada una de las gra´ficas se exponen los
resultados de los modelos descritos, en las cuatro simulaciones de 15 segundos de duracio´n.
Se observa que los ma´ximos se producen en el punto A.
El modelo #1 produce un esfuerzo constante en toda la viga, por lo que se ve la misma
funcio´n en las tres gra´ficas. Observando su variacio´n a lo largo del tiempo en cualquiera
de las tres gra´ficas, se puede ver el feno´meno de rigidizacio´n dina´mica, co´mo aumentan los
esfuerzos axiales a medida que la viga va girando ma´s ra´pido, estabiliza´ndose cuando se
alcanza la velocidad de funcionamiento de 6 rad/s.
El modelo #2 mejora los resultados del modelo #1. Se puede observar la variacio´n longi-
tudinal del esfuerzo axial. Los resultados se acercan ma´s a los producidos por la simulacio´n
de elementos finitos.
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Figura 8. Esfuerzos axiales en los puntos A, B y C de la viga
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El modelo #3 no produce esfuerzos axiales si no se introducen modos de deformacio´n
axial. Sin embargo, la introduccio´n de dichos modos permite, a trave´s de la expresio´n (31) el
ca´lculo de esfuerzos axiales. Los modos de deformacio´n asociados a desplazamientos axiales
tienen una rigidez mayor que los modos asociados a desplazamientos longitudinales, y su
introduccio´n dificulta el proceso de integracio´n. Por ello, la eficiencia del algoritmo se ve
afectada. As´ı, la introduccio´n en el modelo #3 de los dos modos axiales de deformacio´n
reflejados en la Figura 6 produce esfuerzos axiales con el mismo nivel de precisio´n que el
modelo #2, pero su eficiencia disminuye tal y como se refleja en la Tabla I.
Todos los modelos debieran dar esfuerzo axial nulo en el punto C. No ocurre esto en el
modelo #1 porque el esfuerzo que produce es constante en toda la viga, incluido el extremo
libre; El modelo #2 da un valor mucho ma´s cercano al valor teo´rico nulo, porque introduce
una aproximacio´n mejor de los desplazamientos axiales. El modelo de elementos finitos,
modelo EF, tampoco produce esfuerzo axial nulo por considerar masas concentradas en
nudos. En el u´ltimo elemento las fuerzas de inercia axiales provocan un esfuerzo axial.
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Figura 9. Momentos flectores en los puntos A, B y C de la viga
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Los resultados de momento flector se muestran en la Figura 9. Las tres gra´ficas corres-
ponden a los puntos A, B y C de la viga. En cada gra´fica se muestran los flectores de
los cuatro modelos descritos. Los ma´ximos se producen en A. En este caso, los flectores
predichos por todos los modelos se anulan en C.
Las simulaciones se han llevado a cabo sobre la misma plataforma, en un ordenador con-
vencional con sistema operativo Windows XP, dotado de un procesador AMD AthlonTM
XP 2600+ a 1.92 GHz. Para efectuar las primeras simulaciones se han programado apli-
caciones espec´ıficas en FORTRAN, empleando un paso de tiempo de 0.001 s. La u´ltima
simulacio´n se realiza con el programa comercial de elementos finitos, COSMOS/M v2.90,
empleando asimismo un paso de tiempo de 0.001 s. El tiempo de CPU empleado por cada
uno de los modelos se muestra en la Tabla I. Los tres modelos ensayados son muy eficientes,
efectuando la simulacio´n de 15 s. de duracio´n en un tiempo por debajo del tiempo real.
La diferencia con respecto a la simulacio´n efectuada con el modelo de elementos finitos es
importante, sin embargo, se debe ponderar considerando que se efectu´a con un programa
de elementos finitos de propo´sito general en vez de con aplicaciones espec´ıficas, dedicando
180 s. de los 357 s. a preproceso y postproceso de datos.
Modelo Tiempo CPU (s)
Modelo #1 11.03
Modelo #2 12.96
Modelo #3 10.13/16.01
Modelo EF 357.00
Tabla I. Tiempos de CPU empleados en las simulaciones.
CONCLUSIONES
- Los tres modelos empleados permiten la modelizacio´n del feno´meno de rigidizacio´n
geome´trica. En este trabajo se ha analizado la precisio´n de los esfuerzos obtenidos con cada
uno de ellos y la eficiencia de las simulaciones efectuadas.
- El modelo #1 permite el ca´lculo de diagramas de momentos flectores del sistema
en cada paso de tiempo. En la caracterizacio´n del feno´meno de rigidizacio´n geome´trica,
el te´rmino de acoplamiento entre los desplazamientos en direccio´n axial y transversal es
decisivo. As´ı, el modelo #2 mejora la precisio´n de los momentos flectores al completar el
campo de desplazamientos axiales. Dicho modelo tambie´n produce una mayor precisio´n en
el ca´lculo de los esfuerzos axiales, obteniendo una variacio´n a lo largo del eje longitudinal
de la barra, acorde con los esfuerzos axiales que provocan las fuerzas de inercia centrifugas
debidas al giro respecto de un extremo fijo.
- El modelo #3 permite la caracterizacio´n del feno´meno de rigidizacio´n geome´trica sin
introducir modos axiales de deformacio´n y calcula los momentos flectores con una precisio´n
similar a la del modelo #2. La introduccio´n de modos axiales permite la obtencio´n de
esfuerzos axiales, pero hace disminuir la eficiencia.
- Los tres modelos ensayados son capaces de efectuar la simulacio´n de 15 segundos de
duracio´n en un tiempo por debajo del tiempo real, sobre un ordenador personal conven-
cional, siendo el modelo #3 el ma´s eficiente. En este aspecto, la diferencia respecto a los
me´todos globales es importante, y crece con la complejidad del sistema simulado, represen-
tando una ventaja comparativa en tareas de disen˜o de este tipo de sistemas, donde conocer
el estado tensional en condiciones de funcionamiento resulta importante.
- En resumen, el modelo #1 es la forma ma´s sencilla de incluir el feno´meno de rigidi-
zacio´n geome´trica; da resultados precisos en un gran nu´mero de casos, aunque no permite
la obtencio´n de esfuerzos axiales con precisio´n. El modelo #2 incluye un mayor nu´mero de
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modos de deformacio´n, permitiendo una caracterizacio´n ma´s precisa del feno´meno y me-
jorando el campo de esfuerzos axiales respecto del anterior. El modelo #3 es una forma
menos sistema´tica de introducir dicho feno´meno, aunque tan precisa como el modelo #2 y
ma´s eficiente para la obtencio´n de movimientos.
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